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О РАСЧЕТЕ ВЯЗКОУПРУГИХ СТЕРЖНЕВЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
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1. Постановка задачи. Рассмотрим пространственную стержневую 
конструкцию, нагруженную произвольным образом и состоящую из 
прямолинейных стержней, жестко скрепленных между собой. Пусть 
материал каждого элемента описьшается линейным соотношением 
вязкоупруrости, т.е. &iJ = eJ + eij, где &ij - полная деформация, eJ -
упругая составляющая, eij - вязкая составляющая. Для простоты 
предположим, что материал является изотропным. Тогда имеем [l] 
у l+v v ( ) 8 iJ = EaiJ- EбiJ ст11 +а-22 +а-33' 
в 3 1 ( 1 ) &·· = - JK(t- Т СТ· · - -О··СТLд, __ dт 
1} 2 /} 3 IJ ""' ""' ' 
о 
(1) 
где v - коэффициент Пуассона, Е - модуль Юнга, uiJ - полное на­
пряжение, бiJ - тензор Кронекера, K(t) - ядро ползучести. 
Предположим, что задача решается в рамках геометрической линейно­
сти, т.е. соотношение Коши возьмем в виде 
_.!_(ои; oui) eu- + , 
2 oxi oXj (2) 
где Ui - компоненты вектора перемещения. В этом случае уравнения 
равновесия примут вид 
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Ouij . 
--+F' =0, 
oxj 
где F; - вектор объемных сил . 
(3) 
Решение системы уравнений (1) - (3) для пространственной стерж­
невой конструкции является сложной задачей. В ряде случаев для его 
построения применяется МКЭ [2). Известно, что суть метода заключа­
ется в разбиении всей конструкции на конечные элементы, аппрокси­
мации решения для каждого элемента простыми функциями и "сlШ!­
вания" этих решений в узловых точках. Очевидно, что число уравне­
ний определяющей системы определяется числом разбиений. 
Предлагаемый нами метод существенно уменьшает число уравне­
ний определяющей системы и, кроме того, снимает вопрос об опреде­
лении числа разбиений каждого элемента. 
Суть метода заключается в следующем: вся конструкция разбивает­
ся на стержЮf, из которых она состоит, т.е. элементом разбиения яв­
ляется сам стержень, далее для каждого стержня строится аналитиче­
ское решение, использование этого решения аналогично использова­
нию аппроксимации в МКЭ и поэтому остальные процедуры не ме­
няются . Таким образом, основной задачей в данном методе является 
получение аналитического решения для стержня. Используем для это­
го вариационный принцип Лагранжа. 
2. Вариационный принцип Лагранжа. Разрешим физические со­
отношения ( 1 ), в силу линейности уравнений получим 
aij = aJ + aij, aJ = 2µ&;j + A.Boij, 
2
1 
\ 1 ) а6- = --JГ(t- т е" +-{)о" dт IJ 3 IJ 2 1) ' 
о 
(4) 
где aJ, aij - упругая и вязкая составляющие напряжения, Г(t) - ядро 
резольвенты, B=eijoij, Л = Ev/[(1- 2v XI + v )], µ = Е/[2(1 + v)] . 
Рассмотрим функционал 
J= J{(iat+aij}ij-F;ui}dv, (5) 
где V - объем тела, &ij задается соотношением Коши (2), aJ и aij оп­
ределяются равенством ( 4 ). Независимыми варьируемыми величина­
ми являются И; в рассматриваемый момент времени. Принцип Ла­
гранжа гласит: среди всевозможных перемещений, принимающих на 
границе тела заданные значения, истинными, т.е. удовлетворяющими 
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уравнению равновесия, являются те, для которых функционал (5) 
принимает стационарное значение. 
Для доказательства этого принципа найдем первую вариацию. Ис­
ходя из условия варьирования, имеем 
бl= JHcrJ'&ii+~sii&тJ'+cтij&ii-F;бUi}dv. (6) 
Отметим, что Ост;j = О , так как cтij зависит от истории нагружения, а 
не от деформаций в рассматриваемый момент времени. Учитывая со­
отношения Бетти [3] для упругой составляющей, соотношения Коши и 
используя теорему Гаусса, получим 
ы = J{a,~s( ~ +~-)-F,ш}v= J{и,s~ -F,ou}v= 
{ iJcт " } = Jaiin1бUidS- J бИi ::з.,'! +F;бИ; dV S V V.Aj 
где S - поверхность тела. Так как на S заданы перемещения, то на 
ней бИi = О. Исходя из условия стационарности функционала Ы = О 
и с учетом основной леммы вариационного исчисления, получаем 
систему уравнений Эйлера 
iJcт .. _д+F, =0 xeV Ох . 1 ' . 
} 
Принцип Лагранжа позволяет получить уравнения равновесия для 
произвольного тела, в частности, и для одномерного, т.е. стержня, но 
при этом необходимо функционал (5) преобразовать с учетом геомет­
рии рассматриваемого тела. 
З. Преобразование функционала Лагранжа для расчета прямо­
линейного стержня. Рассмотрим стержень в декартовой системе ко­
ординат. Представим перемещение произвольной точки стержня в виде 
Й = 00 + ij х r , (7) 
где 00 - вектор перемещения точки на срединной оси, r - радиус­
вектор точки сечения, lif - вектор вращения сечения. В покомпонент­
ной записи из (7) получим 
Их= И +l/f yZ-l/f1 y, Иу = V-1/fx · z, U1 = W+l/fx · у. (8) 
С учетом полученных равенств соотношения Коши примут вид 
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Е хх = ~ + Z ~ - У ~z, Е уу = Е zz =О, Е yz = О, 
Е =l(", +~W +ydl//x) Е = ~(-•" +CJV -ztЭlf/x). xz 2 .,, У dx dx ' ху 2 .,, z 8х 8х (9) 
Равенства (9) видоизменяют и физические соотношения. Основыва­
ясь на ( 4 ), получим 
стiх = 1: v Ex{l + 1 :lv). стJу = cтfz = (l +v~~-lv)Exx, 
(j y = __§ _" у - _Е_ у - О ху "'ху• СТ xz - Е xz• Ciyz -l+v l+v 
1 
О" хх = - JГ(t- т )& xJlт, ст;у = ст;1 = -~ JГ(t - т)Е xff•, (10) 
о о 
Ci~y = - ~ JГ(t-т}E:xyd•, ст~z = -~ JГ(t-т}cxzd•, ст;1 =0. Зо Зо 
Для получения уравнений равновесия целесообразно преобразовать не 
сам функционал, а его первую вариацию. Пренебрегая объемными си­
лами и считая, что dV = dx · dF, на основании (6) и (9) имеем 
1 
t5J = f a-ij&ijdV = J J~ хРЕ хх+ 2а x_IExy + 2ст xPEx1 }iixdF, (11) 
V OF 
где l - длина стержня, F - площадь поперечного сечения. Подстав­
ляя в ( 11) зависимостъ деформации от перемещения, получим 
'{ 8И iJV t5J= ! N ·t5 -a;+Qyt5(-l//z)+Qz01//y+Qyt5 dx + 
+ Q . t5 8W + м л ?.!!!.х + м t5 Qlj/l. + м о !!Yi }dx, 
z 8х Х,'/ 8х у 8х z Ох 
(12) 
где N= f ст xffF, Qy= f ст xydF, Q1= f ст xzdF, М х= f(ст xzY- О" xyZ }iF, 
F F F F 
Му = fuxxidF, М1 =- Jихх· ydF. 
F F 
Отметим, что условие задания перемещений на поверхности для 
теории стержней эквивалентно заданшо U, V, W, l/f х, lj/ у, lj/ z в точ-
ках х =О и х = l. Преобразуем первую вариацию ( 12), представив ее 
как сумму произведений, сомножители которых есть вариация иско­
мой величины. Используя формулу Лейбница, из условия стационар­
ности oJ =о получаем следующие уравнения : 
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( 13) 
iJMy iJM 
&-Qz =0, axz_ +Qy =0. 
Очевидно, в силу принципа Лагранжа, уравнения (13) являются урав­
нениями равновесия прямолинейного стержня. Для замыкания систе­
мы уравнений выпишем физические соотношения, проинтегрировав 
(10) по F . Предположим, что ось проходит через центр сечения. Тогда 
из (1 О) следует 
iJU 1 iJU N = FE & - F f Г(t - r) 8.х dr , 
о 
Q =~(-IJI +~)- l· FfГ(t-i-'{_1/1 +oV"-1, у 2(1 + v) z ах 3 0 '\ z ах r · 
Q = - - l/f + - - - -F f Г(t - r 1J1 + - r EF ( iJW) 1 1 ( iJW} 
z 2(1 + v) у 8.х 3 о у 8.х ' 
Е ( )dl/f х 1 ( )1 iJljl М = ·· ·-- I + I - + -- 1 + 1 f Г(t - r) L1d х 2(1 + v) У 1 dx 3 У 1 0 iJ х ' (14) 
0vt у IJ ( ) 0vt )'d 0vt ' lf ( ) 0vt z J М =El - - -/ Гt-r --- r М =-EI -'--'- -/ Г t -r - --иr. у у ;:) у ;:) ' z z о z ;:) 
vX 0 v X Х 0 v X 
Отметим, что последние три уравнения системы (14) получены после ин­
тегрирования соответствующей комбинации уравнений системы (10). 
Итак, система уравнений ( 13) и ( 14) вместе с граничными условиями 
при х = О И = И1 , V = Vi , W = Щ, 1/1 х = 1/1 х1 , 1/1 у = 1/1 у1 , 1/1 z = lfl z1 , (15) 
при Х= l и= И2 . v = J/2, W= щ , 'l'x = 'l'xz ' 1/1 у= '11у2• 'l'z = 'l' z2 
решает задачу об определении напряженно-деформированного со­
стояния прямолинейного вязкоупруrого стержня. 
4. Построение матрицы жесткости. Для построения матрицы же­
сткости необходимо определить напряженно-деформированное со­
стояние в стержне, то есть решить систему уравнений (13), (14) при 
граничных условиях (15). 
Из ( 13) получим 
Nx = No, Qy = QYo' Q, = QzO• 
Мх = Мх0, М1 = -Qy0x + М10 , Му == Q10x+ МуО• 
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где величины с индексом «0» являются неизвестными функциями t . 
Учитывая их в ( 14) и принимая для простоты v = 0,5, 
1 / г·f= - JГ(t-т)J(т")dт ,получим 
Ео 
No = FE{I - г·)~' QYO = Е; (1-г·{-f//z + ~} 
EF { Ь'W) Е d (16) Q = ·-(1-г· ," + - м = ---(1 + / Х1-г•)=J!ж zo 3 .,,. У 8х ' Хо 3 У z dx , 
где 
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Это решение позволяет, исходя из формул (14), определить распре­
деление напряженного состояния. В частности, определить усилия и 
моменты на концах стержня. Это означает, что построена матрица же­
сткости для одного элемента в локальной системе координат. Даль­
нейшая процедура построения матрицы жесткости в глобальной сис­
теме координат и для всей конструкции аналогична процедурам в 
МКЭ, поэтому они здесь не приводятся. Кроме того, считается, что в 
узлах конструкции заданы силы, которые входят в правую часть сис­
темы определяющих уравнений, построенных по МКЭ [2]. Оrличи­
тельной особенностью получаемой системы от аналогичной системы 
для статической упругой задачи является то, что правая часть зависит 
от времени, даже если нагрузка постоянна во времени. Это объясняет­
ся тем, что результат воздействия оператора / + к• на постоянную ве­
личину есть функция времени. Решение полученной системы основа­
но наМКЭ. 
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